RC RECHNEN
Unterrichtskonzepte

EXPLORATION

Eine grundlegende Zahlbeziehung ist einer mehr/um
eins mehr oder entsprechend einer weniger/um eins
weniger. Entlang dieser Zahlbeziehung kann man
den Aufbau der natlrlichen Zahlen verstehen: Das
Zahlsystem der natUrlichen Zahlen ist nach dem Prin-
zip der Seriation um eins aufgebaut. Die nachste Zahl
(der Nachfolger) ist einer/um eins mehr. Die vorange-
gangene Zahl (der Vorgénger) ist um eins weniger.

Das Beherrschen der Zahlwortreihe ist das eine. Um
Zahlen richtig und bewusst miteinander zu verknip-
fen, ist zuséatzlich der Gedanke fundamental, dass
nachfolgende natdrliche Zahlen immer um eins gro-
Ber sind. Umgekehrt sind vorangehende natdrliche
Zahlen immer um eins kleiner.

Das Wort um zu verwenden ist sinnvoll, aber nicht
notwendig. Es bezieht den mathematischen Unter-
schiedsgedanken deutlicher ein.

Didaktische Ziele

 die Seriationslogik in der Zahlwortreihe
erkunden (Der Nachfolger einer Zahl ist
immer um eins mehr als die Zahl selbst.
Der Vorgdnger einer Zahl ist immer um eins
weniger als die Zahl selbst.)

* die Seriation um 1in Fragen wie ,Was ist um
1 mehr als/um 1 weniger als“ anwenden
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EXPLORATION

Die Teilnehmer*innen kennen die Zahlwortreihe und
kdnnen zahlen. Um rechnen zu lernen, reicht das
aber nicht aus.

Es muss auf der Mengenebene verstanden werden,
wie die Zahlreihe aufgebaut ist und daraus abgeleitet
werden, welche Beziehungen zwischen den Zahlen
bestehen. Ziel ist es, davon ausgehend zu abstrahie-
ren, dass die FUnf aus funf Einsen oder Einern aufge-
baut ist, die Vier aus vier Einsen oder Einern. Das ist
ein Einer weniger als funf Einer. Deshalb ist die Vier
einer weniger als die FUnf und die Funf ist einer mehr
als die Vier.

Die Kursleitung bittet die Teilnehmer*innen, sich an
einem Tisch (je nach Platzbedarf sollten mehrere Ti-
sche zusammengestellt werden) zusammenzufinden
und gemeinsam Material zuzuordnen.

Es kdnnen Materialien wie Steckwdurfel, HolzwUrfel,
Figuren, Chips, Fingerbilder, Wirfelbilder, Karten u. &.
verwendet werden. Fir die Ubung werden Zahlkar-
ten mit den Zahlen 1 bis 10 bendtigt, die die Teilneh-
mer*innen auf bereitgelegten kleinen Karteikarten
selbst beschriften.

Die Aufgabe fur die Teilnehmer*innen lautet:

Ordnen Sie weitere Karten und verschie-
dene Materialien den KarteiRarten mit den
Zahlen (von 1 bis 10) zu.

Finden Sie zu jeder Zahlkarte eine ,Zuord-
nungsgruppe“ und ordnen Sie daftir jeder
Zahl eine Mengen zu.

Wenn Sie fertig sind, besprechen und ver-
gleichen Sie gemeinsam die verschiedenen
Zuordnungsgruppen.

Die Kursleitung moderiert diesen Prozess mit Fragen.

Wodurch unterscheiden sich die Zuord-
nungsgruppen? Wo liegt jeweils einer mehr?

Wo liegt jeweils einer weniger?

Wie sollten die Zuordnungen am sinnvolls-
ten angeordnet werden? Warum ist das
sinnvoll?
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Die Kursleitung bittet die Teilnehmer*innen, die Zu- Am Ende des aufsteigenden Ordnens der unter-
ordnungen sinnvoll zu ordnen. Welche Moglichkeiten  schiedlichen Materialien soll die Erkenntnis stehen: Es

schlagen die Teilnehmer*innen vor: ist immer einer mehr, es kommt immer einer dazu.*
e Es sind immer gleich viele. Entsprechend beim absteigenden Ordnen: Es ist im-
e Es soll immer einer mehr sein. mer einer weniger. Es wird immer einer entnommen.

e Es soll immer einer weniger sein.

e Oder andere? Auch hier ist ein wesentlicher Aspekt des Kursge-

spraches, dass die Teilnehmer*innen daflr eigen-
Das Ordnungsprinzip ,mmer einer mehr* verdeutli-  standige Formulierungen finden.

chen zum Beispiel nachfolgende Abbildungen. Die Kursleitung fragt nach.

Wie kann man das gewdhlte Ordnungs-
prinzip beschreiben? Beschreiben Sie die

Anordnung. Wie hat man die Mengen
geordnet?
E E E E Mégliche Antwort:

Es Rommt immer ein Element dazu. Es ist

AbbilduEg 4.3-1 Mogliche Anordnung von Steckwrfeln — Immer immer ein Element weniger. Es ist immer
enermenr einer mehr/weniger.
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%0l 00000 weitere Fragen zu anderen Zahlen.
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Mogliche Antwort:
Abbildung 4.3-2 Mdbgliche Anordnung anderer Zahlweisen — Die Zahl 8 besteht aus acht Einern. Sie

i i hr. . .
mmerener men beschreibt alle Mengen mit acht Elementen.
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HINWEIS
Welche Zahl ist einer mehr/weniger als

acht? Steht fUr den Unterricht kein Material zur Verfigung,
konnte die Aufgabe fur die Gruppenarbeit darin be-
Mdgliche Antwort: stehen, Zeichnungen anzufertigen, auf denen ver-
schiedene Darstellungen der Zahlen eins bis zehn

Neun ist einer mehr als acht und sieben ist skizziert werden.

einer weniger als acht. Entwickeln Sie verschiedene Visualisierungen, z.B.

Kreise, Quadrate, Striche, auch Fingerbilder. Nutzen
Sie Wirfel oder andere Gegenstande, die sich ord-

Gilt das genauso fiir acht Chips wie fiir Q nen lassen.

acht Steckwdirfel oder Bilder der Acht?
Die Kursleitung kénnte daflr Beispiele an der Tafel

vorgeben. AnschlieBend prasentieren alle Gruppen

Mégliche Antwort: ihre Skizzen.

Ja, das gilt fiir alle Achter-Mengen. Die Kursleitung fasst an einem konkreten Beispiel
zusammen.

Jemand sagt: ,Neun ist einer mehr als Q BEISPIEL Q

acht und sieben ist einer weniger als acht: FUnf ist immer einer weniger/um eins weniger
Gilt das immer oder kann es Situationen als sechs. Finf ist immer einer mehr/um eins

geben, in denen das nicht gilt? mehr als vier.

Mbgliche Antwort: Die Zahl 5 kann immer in funf Einer zerlegt

werden.
Das gilt immer. Neun ist immer einer mehr Diese Erkenntnisse gelten fur alle Mengen, in
als acht und sieben ist immer einer weniger denen sich funf Elemente befinden und damit
als acht. fur die Zahl 5.

Die Zahl 5 représentiert alle Mengen mit funf

Elementen.
Ausblick: Das flihrt weiter zum Thema

Unendlichkeit. Wird immer ein weiterer Die Zahl 5 ist abstrakt (ein Gedankenkonstrukt)
Einer hinzugefiigt, gibt es kein Ende. Auch und muss nicht mit einer konkreten Menge in
fiir jede grofie Zahl gibt es immer eine Verbindung gebracht werden.

groplere. J
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Dieses Beispiel sollte als Overhead-Folie oder mit
einem Beamer fUr die Teilnehmer*innen sichtbar sein.

AnschlieBend fordert die Kursleitung einzelne Teilneh-
mer‘innen auf, dieses Fazit auf andere Zahlen zu
Ubertragen.

Drei ist immer einer weniger als vier.
Drei ist immer einer mehr als zwei.

Die Zahl 3 kann man immer in drei Einer
zerlegen.

Diese Erkenntnisse gelten fiir alle Mengen,
in denen sich drei Elemente befinden und
damit fiir die Zahl 3.

Die Zahl 3 steht fiir alle Mengen mit drei
Elementen.

Die Zahl 3 ist abstrakt (sie kann auch nur
in Gedanken sein) und muss nicht fiir eine
konkrete Menge stehen.

Um zu Uberprifen, ob die Teilnehmer*innen sichere
Kenntnisse zu folgenden Fragestellungen haben:

¢ Welche Zahl ist einer/um eins mehr als ...?
e Welche Zahl ist einer/um eins weniger als ...7?

bittet die Kursleitung die Teilnehmer*innen sich hin-
tereinander eine Frage und eine Zahl zu Uberlegen
und diese der*dem Nachbar*in im Kursgesprach laut
zu stellen. Ein*e Teilnehmer*in beginnt. Zum Beispiel
SO:

1 Frage A: Welche Zahl ist einer mehr als 47

2 Antwort A: Es ist 5. Frage B: Welche Zahl ist
einer weniger als 77

3 Antwort B: Es ist 6. Frage: Welche Zahl ist einer
mehr als 17

Man kRann Zahlen durch das Prinzip
L~immer einer mehr®, ,immer einer weniger*
in folgender Weise darstellen; dabei spricht
man von Seriation um eins — die Zahlen
gehen in Serie:
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Abbildung 4.3-3 NatUrliche Zahlen — Seriation um eins und
Darstellung als Mengen — Immer einer mehr

Jeder Zahl folgt durch Addition von eins Q
eine weitere Zahl.

Bereits vor der Schulzeit k6nnen die meis-
ten Kinder zdhlen. Bei der aufsteigenden
Zahlreihe unterscheiden sich die Zahlen
immer um + 1. Das wird klar, wenn man die
Zahlen als Anzahlen begreift.

1 = 1
2 = 1 +[1]

3 =1+ 1 +[1]

4 =1 + 1 + 1 +[1]

5 =1 + 1 + 1 + 1 +[1]

Symbolisch kann man ,einer mehr* mit Q
»+ 1 angeben und ,einer weniger® mit ,— 1°
Wenn n flir eine Zahl steht, so ist n + 1 der
Nachfolger und n - 1 der Vorgdnger.
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DEFINITION

Eine mogliche Definition naturlicher Zahlen
lautet:

Die Zahlen O, 1, 2, 3 ... bilden die Menge der
natdrlichen Zahlen.

Die naturliche Zahl n ist eine Abstraktion von
konkreten, endlichen Mengen mit n Elementen.
Damit steht jede naturliche Zahl fur eine Klasse
gleichméchtiger Mengen.

Die so gewonnene Zahl heif3t Kardinalzahl.

Da sich alle benachbarten nattrlichen Zahlen
um eins unterscheiden gilt folgende Abstrak-
tion:

Der Nachfolger einer nattrlichen Zahl n ist
n + 1. Da jede natUrliche Zahl einen Nachfolger
hat, gibt es keine gréBte natdrliche Zahl.

Mit Ausnahme von O hat jede natUrliche Zahl
einen Vorgénger n - 1.8

J

Um dartber zu sprechen, ist es gunstig, diese Defini-
tion fur alle sichtbar anzuzeigen (Overhead-Projektor,
Beamer).

An dieser Stelle bietet es sich an, mit Hilfe von Mate-
rialien oder Abbildungen erneut den Zusammenhang
zwischen (abstrakten naturlichen) Zahlen und Men-
gen darzustellen.

Das heif3t allgemein: Jede Menge besteht Q
aus n Elementen.

Die nattirliche Zahl n steht fiir die Mdichtig-
Reit jeder Menge, die aus n Elementen
besteht. Die MdchtigReit bezeichnet die
Anzahl der Einer in der Menge. Das bedeu-
tet, dass eine natirliche Zahl aus Einern
besteht. Nachfolgend ist n = 5.
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1 1 1 1 1
5 =1+ 1 + 1 + 1 + 1

Statt zu sagen, dass in der Fiinf immer Q
flinf Einer enthalten sind, kann auch gesagt
werden: Die Flinf besteht aus flinf Einern.

Sie setzt sich aus flinf Einern zusammen.

Daftir kann geschrieben werden:
5=1T+71T+71+17+1.

Die Zahl 5 steht fiir die Mdchtigkeit jeder
Menge, die aus flinf Elementen besteht. Es
sind Fiinfer-Mengen.

¢« <
‘z‘%‘z‘ < (5@(5
“ ¥ ¢ ¢ OO

5 Scheren 5 Mondsymbole 5 Uhren

Abbildung 4.3-4 Die Zahl 5 steht fur beliebige Mengen mit funf
Elementen — Finfer-Mengen

Gemeinsam mit den Teilnehmer*innen werden weite-
re Beispiele natUrlicher Zahlen besprochen.

Stellen Sie eine Menge mit vier Elementen Q
dar.

Kénnen Sie zwischen einer Menge aus vier
Elementen und der Zahl 4 unterscheiden?

Ist das (Zeichnung an der Tafel, z. B.
B B m m) eine Vierer-Menge? Wie viele Ele-
mente sind in der Vierer-Menge enthalten?

Was wissen Sie (ber die Zahl 4?

Wie viele Einer sind in der Vier enthalten?
Welche Zahl ist der Nachfolger/Vorgénger
der Vier?

Kapitel 4.3
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4.3.2 Kursgesprach - Seriation um
zwei, Seriation um x und
Aufgabenblatt 4.3a ...mehr/
weniger als

Didaktische Ziele

« einfache, geordnete Zahlenreihen/Serien
erkunden, fortsetzen und eventuell selbst
entwickeln

* Serien beschreiben und Zusammenhdnge
zwischen Zahlen versprachlichen

Folgende Frage soll diskutiert werden und mit Dar-
stellungen an der Tafel illustriert werden.

Wenn es die Seriation um eins gibt, sind Q
auch weitere Seriationen méglich? Zum
Beispiel die Seriation um zwei:

Zwei mehr als drei sind flinf, zwei mehr als
flnf sind sieben, zwei mehr als sieben sind
neun. Deswegen sind drei zwei weniger als
flnf, finf sind zwei weniger als sieben und
sieben sind zwei weniger als neun.

Die Zeichnungen an der Tafel erkldren das.

/\/\/\/\
\/\/\/\/

-2 -2
Abbildung 4.3-5 Naturliche Zahlen — Seriation um zwei
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Abbildung 4.3-6 NatUrliche Zahlen — Seriation um zwei
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Abbildung 4.3-7 Seriation um zwei — Darstellung als Mengen —
Immer zwei mehr

Die Serie ,,immer zwei mehr“ kann man Q
beliebig fortsetzen. Im oberen Beispiel
beginnt die Serie bei eins.

Beginnt die Serie bei zwei, sind zwei mehr
vier. Danach folgen sechs, acht, zehn, usw.
Einfache, geordnete Zahlenreihen entstehen
aus Seriationen.

BEISPIELE Q

Serie: Immer + 1
56,7,8,9, ...

Serie: Immer -1
9,8,7,6, ...

Serie: Immer + 2
2,4,6,8, ...

Serie: Immer - 2
9,7,5, 3,1

Serie: Immer + 3
1,4,7,10, ...

Serie: Immer - 3
8,5,2
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AUSBLICK

Wenn die Teilnehmer*innen selbststandig den Ge-
danken der Seriation aufnehmen médchten und wei-
tere Zahlenreihen/Serien entwickeln wollen, auch
Uber die Zehn hinaus, unterstitzt die Kursleitung die-
ses Kursgespréach. Da die natUrlichen Zahlen eine
kleinste Zahl haben, enden absteigende Serien.

Die Kursleitung setzt zusammenfassend das Aufga-
benblatt 4.3a ... mehr/weniger als ein. Dieses Auf-
gabenblatt ist auch zur Wiederholung fur zu Hause
geeignet. In der Selbstreflexion ist es fur die Teilneh-
mer*innen wichtig zu erkennen, dass sie die in den
LUcken gesuchten Zahlen routiniert finden und dass
sie die Zusammenhange versprachlichen kénnen.

Nachdem das Aufgabenblatt 4.3 a ausgefullt wurde,
vergleichen die Teilnehmer*innen, jede*jeder fUr sich,
die eigenen Antworten mit dem Losungsblatt 4.3 a.
Die Kursleitung Uberprift den Lernstand der einzel-
nen Teilnehmer*innen. Je nachdem, wie der Ver-
gleich der selbststandigen und vorgegebenen L6-
sungen ausfallt, entscheidet die Kursleitung, ob For-
mulierungen bzw. die Seriation erneut besprochen
werden mussen.

RUCKSCHAU

Grundsétzlich baut das Zahlsystem der naturlichen
Zahlen auf der Seriation um eins auf. Der Vorganger
einer Zahl ist einer weniger als diese Zahl und der
Nachfolger ist einer mehr als diese Zahl. Allgemein
wird eine natUrliche Zahl durch die Variable n ausge-
drUckt, deren Nachfolger durch n + 1 sowie deren
Vorganger durch n — 1.
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